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加蓋水流且有向下吸入作用之水理探討 

徐培原(1)  謝平城(2)* 

摘  要 

一般研究渠道流場，主要為研究水平流(主流方向)之速度剖面。在求解解析解時，由於

水平速度遠大於垂直速度，往往採用完全發展流之假設，將垂直速度予以忽略，來簡化方程

式。然而實際上，垂直速度是確實存在之物理量，尤其在水、土交界處，不僅具有水平速度，

垂直速度更是不可忽略。本研究討論一耦合之二維流場，包含水層與等向且均質性之孔隙層，

水層之控制方程式使用 Navier-Stokes方程式，孔隙層之控制方程式則使用孔彈性介質理論。

藉由引入流線函數，配合邊界條件，能夠求解出水層與孔隙層之速度剖面。最後將結果與前

人比較、驗證，發現使用孔彈性介質理論，能夠簡化計算流程，且得到令人滿意的結果。 

(關鍵詞：耦合流場、Biot 孔彈性介質理論、流線函數) 
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ABSTRACT 

Generally, studies on channel flow mainly focus on the velocity profiles of the flow in the 

longitudinal (or streamwise) direction. Since the horizontal velocity is much greater than the 

vertical one, we usually take the assumption of fully developed flow when generating the analytical 

solutions. The vertical velocity is then ignored to simplify the governing equations. However, the 

vertical velocity is actually not negligible, especially at the interface of soil and water, as well as 

the horizontal velocity. In this study, we discuss a coupled two-dimensional flow field which 

includes a water layer and homogeneous porous medium layer with suction. In the water layer,   

Navier-Stokes’ equation is employed to describe the flow, whereas in the porous medium layer, 

instead of Brinkman-extended Darcy equation, poroelastic theory is addressed. Introducing the 

stream function with boundary conditions, we successfully find the solutions and draw the velocity 
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profiles both in the water and the porous medium layer. Finally, by comparing the results with 

previous study, it shows that the present approach is able to simplify the algorithm process and the 

results are in a good agreement. 

(Keywords：coupled flow field, Biot poroelastic theory, stream function) 

一、前言  

渠道研究中考慮入滲，已成為一種

新的趨勢與方向，雖然相關的試驗與文

獻多不勝數，但對於從事解析解之研究，

要能同時求解出水平速度與垂直速度，

實為一大挑戰。由於完全發展流之假設

將不再適用，這樣的狀況造成自變數增

加，邊界條件也隨之增加，大大提升了

求解困難度。因為困難度的提升，本研

究希望從最簡單的狀況開始進行，往後

再逐一深入探討，期望未來能應用於水

土保持坡地水理方面之研究。  

Berman(1953)提出具有滲透性的渠

道狀況，渠道為上下對稱，且有均勻向

外吸出作用，藉由選取適合的流線函數

Ψ，由流線函數 Ψ 自動滿足二維連續方

程式之特性，將納維爾 -史托克方程式

(Navier-Stokes equation)轉變為三階非

線性常微分方程式，降低了求解的困難

性。此後，許多學者皆利用此轉變法，

應用於各研究領域。  

Deng(2004)將 Berman(1953)的渠道

狀況做了改變，於渠道上方加蓋，形成

一不滲透介面，底部則充滿了孔隙介質，

孔隙介質底部具有均勻向下吸入作用。

有別於 Berman(1953)只探討流體層，

Deng(2004)考慮了流體層與孔隙層，增  

加研究的難度與豐富性。  

本 文 使 用 由 宋 長 虹 (1993) 根 據

Biot(1956a,1956b)多孔彈性介質理論所

建立之多孔介質層流模式，以級數解的

方式，對相同物理狀況進行求解。  

二、研究方法  

一般研究渠道流場，主要為研究水

平方向之速度剖面，而本研究所使用之

方法，可以計算出垂直與水平方向之速

度剖面，進而探討其物理現象。本研究

之孔隙層為一具有等向性及均質性之剛

性物質，且底部有往下之均勻吸入速度，

孔隙層上有水層淹沒覆蓋，水層上再加

蓋形成一無滑移之不透水邊界，在孔隙

層底部則有均勻吸入速度為UW，如圖 1

所示。  

 

圖 1 本研究示意圖  

Figure 1 Schematic diagram of the study. 
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其中，H為渠道總高度，h為水層深

度， U̅′為x = 0之水平方向整體斷面平均

流速。u表示水平速度分量，v表示垂直

速度分量，下標 1 表示水層，下標 2 表

示孔隙層。  

2.1 數學模式  

水 層 中 之 動 量 方 程 式 採 用

Navier-Stokes 方程式，而孔隙層之動量

方程式則採用 Biot 孔彈性介質理論。在

水層與孔隙層之交界處，因無滑移條件

不再適用，需使用新 的邊界條件。

Deng(2004)所採用之邊界條件為速度連

續但剪應力不連續，因此在水與孔隙層

之交界處產生剪應力跳躍現象。相對於

前人 Deng(2004)，本研究因採用 Biot

孔彈性介質理論，且考慮物理現象之合

理性，故採用速度與剪應力連續之條件，

因此在水與孔隙層之交界處不會有剪應

力跳躍之現象，由速度連續與剪應力連

續，來取代無滑移條件。  

本研究之假設條件如下 : 

(1)流場為二維恆定流場  

(2)視流體為不可壓縮流體  

(3)流體為黏滯性牛頓系流體  

(4)忽略重力項  

(5)孔隙層具有等向性與均質性  

(6)孔隙率趨近於定值  

2.2 控制方程式  

水層控制方程式：  

水層之連續方程式以 (1)式表示。而動量

方程式則採用納維爾 -史托克方程式描

述水層的運動現象。  

C.E.:     
′⃑⃑ ⃑⃑  ⃑     (1) 

M.E.:  
   

 ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑

  
     

′      
′⃑⃑ ⃑⃑  ⃑   (2) 

其中，  
′⃑⃑ ⃑⃑  ⃑：水層之速度； ：水體密度；

  
′：水層之壓力； ：水之動力黏滯係數。  

孔隙層控制方程式 : 

孔隙層之水流連續方程式與在水層

中相同。而動量方程 式方面，前人

Deng(2004) 採 用 拓 展 達 西 方 程 式

(Brinkman-extended Darcy equation)，但

在本研究則是使用 Biot 孔彈性介質理

論處理水流運動，且視孔隙層顆粒為不

變形之剛性介質。  

C.E.:  

    
′⃑⃑ ⃑⃑  ⃑   (3) 

M.E.:  

   
   

   
    

   

   
=       (

  

  
 

  

  
) (4) 

   
   

   
    

   

   
=       (

  

  
 

  

  
) (5) 

式中：  

 
  
 ( - ) 

 
  

 
 (6) 

   =     (7) 

   =        (8) 

  =    (   )   (9) 

  =             (10) 
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[   

′  (   
′)

 

]  (11) 

 =    kp⁄   (12) 

  =     
′    [   

′  (   
′)

 

] (13) 

其中，  ：固體之應力張量；  ：水之
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應力張量；  ：有效應力張量；  ：單位

矩陣； 、 ：固體和水之位移向量；  
′：孔

隙間水之速度；  
′：孔隙間水之壓力； ：

孔隙率；kp：比滲透係數，[L
2
]；  ：固

體密度； ：水體密度；  ：耦合質量參

數； ：水之動力黏滯係數； 、 ：Lame

彈性係數； ：矩陣之轉置。  

2.3 無因次化控制方程式  

水層無因次化控制方程式: 

將 x =  
   

 
 ,  =

  

 
 , u =

  
 

  
, v =

  
 

  
, 

     
  

 

   
  ，代入 (1)、(2)式，其中，H：

渠道總高度； ：水體密度；U ：孔隙

層底部均勻吸入速度，得到： 

C.E. :  

   

  
 

   

  
= 0 (14) 

M.E. : 

x 方向: 

u 
   

  
 v 

   

  
=  

   

  
 

 

R
(
    

   
 

    

   ) (15) 

y 方向 :  

u 
   

  
 v 

   

  
=  

   

  
 

 

R
(
    

   
 

    

   ) (16) 

將 (15) 、 (16) 式 消 去   ， 再 引 入

Deng(2004)之方法，選取流線函數 

ψ
 
 (U̅  x) f(y) ，  0 ≤  ≤ ξ  (17) 

u =
 ψ 

  
= (U̅ x)  f ′( ) (18) 

v =  
 ψ 

  
= f( ) (19) 

將 (18)、(19)式代入已消去  之式子，

得到 

 f   =   (ff ′′′  f ′f ′′) ， 0 ≤  ≤ ξ  (20) 

式中，   =  
  U   

 
 為雷諾數；   ：水之

密度；U̅ 
 ̅ 

U 
為x = 0之水平方向無因次整

體斷面平均流速；ξ =
 

 
 為水與孔隙層無

因次化交界處；  ：水之動力黏滯係數。 

土層無因次化控制方程式 : 

將 x =  
   

 
 ,  =

  

 
 , u =

  
 

U 
 , v =

  
 

U 
, 

     
  

 

 U 
  代入(3)、(5)式，得到： 

C.E.:    
   

  
 

   

  
= 0  (21) 

M.E.: 

x 方向 : 

0 =  
   

  
 

 

R
(
    

   
 

    

 𝑦 )  
n

 𝑎 R
u   (22) 

y 方向 : 

0 =  
   

  
 

 

R
(
    

   
 

    

 𝑦 )  
n

 𝑎 R
v   (23) 

式中，  =
  

   為達西數。 

將 (22)、 (23)式消去   ，得到  
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 u 

    

    
 

   

  
 
   

  
 v 

    

    
   

  
 

   

  
 u 

    

   
 

   

  
 
   

  
=

 

R
(

 3  

     
 

 3  

  3  

 3  

  3  
 3  

     
) (24) 

再引入 Deng(2004)之方法選取流線

函數  

 ψ
 
 (U̅ x) g(y) ，  ξ ≤  ≤    (25) 

u =
 ψ 

  
= (U̅  x)  g′( ) (26) 

v =  
 ψ 

  
=  g( ) (27) 

將 (26) 、 (27) 式 代 入 (24) 式 ， 得 到

g   
n

 𝑎
 g′′ = 0 ，  ξ ≤  ≤   (28) 

2.4 無因次化邊界條件  

f(0) = 0  (29) 

f ′(0) = 0  (30) 

g(ξ) =  f(ξ)  (31) 

g′(ξ) =  f ′(ξ) (32) 

g′′(ξ) =   f ′′(ξ) (33) 

 g′′′(ξ) =   { f′′′(ξ)  
  (ξ)

  
  [(  

 

n )  

 f ′ (ξ)  (
 

n
  )   f(ξ)  f′′(ξ)]}  (34) 

g( ) =      (35) 

g′( ) =  0  (36) 

以上之邊界條件係引用 Deng(2004)

所採用之邊界條件而再進行修正而得。  

2.5.解析解  

水層 : 

f   =   (ff ′′′  f ′f ′′)  ,  0 ≤  ≤ ξ (37) 

(37)式為一常係數四階非線性 O.D.E.，

在此採用 6 階級數解來近似。  

令: 

f( ) = C0  C   
 

 
C  

  
 

6
C3 

3  

 

 4
 (C0  C3  C  C ) 

4  
 

  0
 ( C0

 C3  

 C0C C  C 
 ) 5  (

 

7 0
  C C0C3  

 

7 0
  C 

 C  
 

7 0
 3C0

3C3  
 

7 0
 3C0

 C C  

 

7 0
  C0C 

  
 

360
C  C3) 

6   (38) 

其中，C0、C 、C 、C3為待定係數。  

再將 (38)式代入 (28)式，配合邊界條

件後即可求解出水層的流速分布。  

孔隙層 : 

g  ( )  
n

  
 g′′( ) = 0 ，  ξ ≤  ≤   (39) 

(39)式為常係數四階線性 O.D.E.，

可得到通解 : 

g( ) = C 
′   

−√
n

Da
 
 C 

′   
√

n

Da
 
 C3

′  C4
′  

 (40) 

其中， C 
′、C 

′、C3
′、C4

′為待定係數，

可由邊界條件代入後求解。  

由 邊 界 條 件 (29) 、 (30) 可 解 得

C0 = C = 0，再由邊界條件 (31)~(36)可

解待定係數C 、C3、C 
′、C 

′、C3
′、C4

′。

由邊界條件 (31)~(36)，可得以下 6 個方

程式：  
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C4
′  C3

′ξ  C 
′   

√nξ

√Da  C 
′   

−√nξ

√Da =
 

 
C ξ

  

 

6
C3ξ

3  
 

 4
  C  C  ξ4  

 

  0
  C 

  ξ5  

 

360
C    C3  ξ6  (41) 

C3
′  

  
  √n  

√nξ

√Da

√  
 

  
  √n  

−√nξ

√Da

√  
= C  ξ  

 

 
C3  ξ    

 

6
  C  C  ξ3  

 

 4
  C  ξ4  

 

60
C    C3  ξ5  (42) 

  
  n  

√nξ

√Da

  
 

  
  n  

−√nξ

√Da

  
=   (C  C3  ξ  

 
 

 
  C  C  ξ  

 

6
  C 

  ξ3  
 

  
C    C3  

ξ4)    (43) 

C4
′  C3

′  C 
′   

√n

√Da  C 
′   

−√n

√Da =    (44) 

C3
′  

  
  √n  

√n

√Da

√  
 

  
  √n  

−√n

√Da

√  
= 0   (45) 

  
  n

3
   

√nξ

√Da

  
3
 

 
  

  n
3
   

−√nξ

√Da

  
3
 

=   {C3    C  C  

ξ  
 

 
  C 

  ξ  
 

3
C    C3  

 

 
(C  ξ  

 

 
C3  ξ  

 

6
  C  C  ξ3  

 

 4
  C 

  ξ4  

 

60
C    C3  ξ5)   [(  

 

n ) (C  ξ  
 

 
C3  

ξ  
 

6
  C  C  ξ3  

 

 4
  C 

  ξ4  
 

60
C  

  C3  ξ5)
 

 (
 

n
  ) (

− 

 
C3  ξ5    C  C  

  

360
C 

  ξ6    C3  
7

 4
C 

  ξ4    C  
 

60
C3

  ξ7  C    
 

 0
   ξ7  C  C 

3  
 

 64
   ξ  C 

3  C3  
 

43 0
ξ 0  C 

     C3
  

 

6
C3

  ξ4  
 

3
C  ξ3  C3  

 

7 0
   ξ  C 

4  
 

4 
   ξ6  C  C 

  
  

  0
C 

3  ξ5    

7

 440
   ξ  C  C 

  C3  
 

 
C 

  ξ )]}  

 (46) 

理論上，由以上六個方程式，可以

解出C 、C3、C 
′、C 

′、C3
′、C4

′六個待定

係數，進而得到 f( )與g( )之閉和解，但

由於解為級數解之型式，外型不僅過於

冗長，且考慮到篇幅限制，在此不將閉

和解展示。為了與前人 Deng(2004)驗證，

本文將參數設定為與前人 Deng(2004)相

同，相關參數設定如下，孔隙率 = 0  、

水與孔隙層交界處 ξ = 

0  、達西數  = 0 00 、雷諾數 =  ，

代入 (41)~(46)式，可解得 : 

C0 = 0   (47) 

C = 0   (48) 

C =   0     (49) 

C3 =    0     (50) 

C 
′ =          0   (51) 

C 
′ =      0   0− 7  (52) 

C3
′ = 0 0      (53) 

C4
′ = 0       (54) 

將C0、C 、C 、C3、C 
′、C 

′、C3
′、

C4
′、 、  、 、 ξ代入 (38)、 (40)式，得

到  

f( ) =          0      3    0    5  

              0      6  (55) 

f ′( ) =   0                     4  

                      5  (56) 

g( ) = 0      0 0         0   0− 7  

  30          0   −30   (57) 

g′( ) = 0 0            0− 5   30  

         0    −30   (58) 

將上述結果代入 (18)、(19)、(26)及

(27)式可得水層、孔隙層之水平速度與
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水
層
垂
直
速
度
分
量

v  
 

土
層
垂
直
速
度
分
量

v
 
 

垂直速度如下  

水層垂直速度v  : 

v =          0      3    0    5   

0      6  (59) 

水層水平速度u  : 

u = (U̅  x)  (  0              

                  4         5)  (60) 

孔隙層垂直速度v  : 

v = 0      0 0         0   0− 7   

 30          0   −30   (61) 

孔隙層水平速度 : 

u = (U̅  x)  (0 0            0− 5  

 30          0    −30 )  (62) 

由於 Deng(2004)並未針對 (U̅  x)項

進行探討，且並未詳細說明 (U̅  x)之大

小，因此在本文中，將(U̅  x)令為 1，

可畫出v 、u 、v 、u 。  

三、結果與討論  

本 研 究 引 入 流 線 函 數 Ψ ， 將

Navier-Stokes 方程式及 Biot 理論，轉

變為一組耦合常微分方程式，接著以六

階級數解求解，解得整體流速分佈後，

再分別描繪水層與孔隙層流速分佈圖。  

圖 2 描述水層垂直速度分量v  在

 0 ≤  ≤ 0   之分布情形，該速度分量v  

在頂蓋處 ( = 0)為 0，由於孔隙層底部

( =  )有向下吸入之作用，因此速度隨

著水深增加而逐漸變大，而斜率方面，

自頂蓋處至水深約為 = 0    處，斜率呈

現增加的趨勢，自 = 0    之後斜率則漸

減。  

 

圖 2 水層垂直速度分量v  在

 0 ≤  ≤ 0   之分布  

Figure 2 The distribution of vertical 

velocity v  in water layer for  0 ≤  ≤ 0   

圖 3 描述土層垂直速度分量 v  在

  0  ≤  ≤   之分布，可以發現速度雖逐

漸增加，但增加之趨勢非常緩慢。  

 

圖 3 土層垂直速度分量v 在   0  ≤  ≤   

之分布  

Figure 3 The vertical component velocity 

distribution in porous medium layer 

for  0  ≤  ≤   
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圖 4 為結合圖 2 及圖 3 之結果，可

以縱觀垂直速度分量 v 在  0 ≤  ≤   之

分布，得知垂直速度分量v在頂蓋處為 0，

隨著水深增加而變大，在孔隙層底部

( =  )達到最大值v =  。圖 5 則描述水

層水平速度分量 u  在  0 ≤  ≤ 0   之分

布，在頂蓋處為 0，其後隨著水深增加

而逐漸變大，直到 = 0   處達到最大值

為 1.64，隨後便逐漸變小。  

圖 6 為土層水平速度分量 u  在

 0  ≤  ≤  之分布，延續圖 5，速度分量

u 在整個區間內逐漸變小，直到孔隙層

底部為 0。圖 7 為結合圖 5 及圖 6 之結

果，能縱觀水平速度分量 u 在  0 ≤  ≤  

之分布，可以發現速度分量 u 在頂蓋處

為 0，隨後逐漸增加，於   = 0   處達到

最大值為 1.64，進入孔隙層 ( = 0  )後

速度快速下降，至孔隙層底部為 0。  

整體流速分布如圖 8 所示，係結合

圖 4 與圖 7，由於頂部加蓋形成不透水

邊界，因此在頂蓋處水平速度分量 u 與

垂直速度分量v 皆為 0，而在水層與孔

隙層交界處 ( = 0  )，因採用速度連續與

剪應力連續之條件，皆呈現連續之現象。

在孔隙層底部 ( =  )，由於該處有向下

吸入之作用，因此垂直速度分量v 為最

大值 1。然而，水平速度分量 u 之最大

值發生在水深約為 = 0    處，其原因為

頂蓋與孔隙層底部兩處皆為無滑移邊界，

邊界之阻力造成該兩處水平速度為 0，

而越靠近渠道整體之高度中心 ( = 0  )，

因阻力逐漸減少，造成水平速度逐漸變

大，最後在水深約為 = 0    處達到最大

值 1.64，亦即該處之水平速度為孔隙層

底部垂直速度的 1.64 倍。  

圖 9 則是將本研究所描繪之整體流

速 剖 面 ， 與 前 人 Deng(2004) 使 用

Runge-Kutta 法之數值解進行比較，發

現結果幾乎一致，因此推估拓展達西方

程式之非線性項在此物理條件下影響並

不顯著。在求解過程中，發現本研究所

使 用 之 Biot 理 論 ， 相 較 於 前 人

Deng(2004)所使用之拓展達西方程式，

在求解上更為快速，其原因為 Biot 理

論本身為一線性動力反應方程式，而拓

展達西方程式則具有非線性項，造成求

解上會較為繁瑣不便。  

 

圖 4 垂直速度分量v 在  0 ≤  ≤   之分

布  

Figure 4 The vertical velocity 

distribution in porous medium layer 

for  0 ≤  ≤   
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圖 5 水層水平速度分量u  在

 0 ≤  ≤ 0   之分布  

Figure 5 The horizontal component 

velocity distribution in water layer  

 

圖 6 土層水平速度分量u  在

 0  ≤  ≤  之分布  

Figure 6 The horizontal component 

velocity distribution in water layer 

for  0  ≤  ≤   

 

圖 7 水平速度分量u 在  0 ≤  ≤  之分

布  

Figure 7 The horizontal component 

velocity distribution in water layer 

at  0 ≤  ≤   

 
圖 8 速度分量u、v 在  0 ≤  ≤  之分布  

Figure 8 The horizontal and vertical 

component 

velocity distribution in water layer 

at  0 ≤  ≤   

u 

v 

 



水土保持學報 46 (3): 1093–1104 (2014) 

Journal of Soil and Water Conservation, 46 (3): 1093 – 1104 (2014) 

1102 

 
圖 9 本文解析解與前人 Deng(2004)之

數值解比較  

Figure 9 Comparing to the numerical 

solution (‧) with Da =0.001, R =5, n =0.9, 

ξ=0.9 (Deng, 2004) 

四、結論  

本文承襲前人研究，利用流線函數

與線性的 Biot 理論求出水平流速u與垂

直速度v，在孔隙層底部 ( =  )，垂直速

度分量v 為最大值 1，而水平速度分量 u 

之最大值發生在水深約為 = 0    處，最

大值為 1.64。發現使用 Biot 理論，在

相同之邊界條件下，結果幾乎一致，因

此推估拓展達西方程式之非線性項在此

物理狀況下影響並不顯著。往後對於孔

隙層之控制方程式選用，線性的 Biot 孔

彈性介質理論實為一強而有力的理論，

尤其對於解析解之研究，非線性方程式

往往造成求解上困難重重，而線性的

Biot 理論，不僅在求解上會較為快速，

而且能夠達到精確的結果。  

本文所使用之流線函數，可同時求

得水平流速u 與垂直速度v ，但由於流

線函數之設定型式並非單一，對於不同

的物理現象，所適用的型式也可能不盡

相同，希望後續之研究能針對假設之型

式進行探討，找出其他可能的型式與適

用狀況。此外，由水平流速u 之閉合解

外型，可以推斷水平流速u 應隨水平位

置 x 而變化，但 Deng(2004)並未針對

(U̅  x)項進行探討，因此建議往後之研

究應加以探討 (U̅  x)項，了解水平流速u 

隨水平位置x 的變化情形，使物理模型

更趨完整。  

之後，希望能將此方法運用於坡地

水理土壤入滲之研究上，考慮坡度並移

除頂蓋，使物理現象更接近於坡地水流，

再搭配合理的相關物理參數、修正方程

式與邊界條件，即可求解坡地水流之速

度分布。  
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